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公共競争均衡について
植 松 忠 博
Ⅰ イントロダクション
公共甚済学が軽沖a)浬i的邦味はかr,で1く,-殻の社会的関心に1って
から久しい.公共鐘済学はまだ未完成1学問桝 である机 すでにいくつか
の開拓的な研究が現われつつある｡ 我々がここに検討をする,D K Foley
の公共珪争棚 ,ubuc0mpdbveequLlb.-uT三も 浬削 i,Dortman〔2㌢
と同様に,公共財をふ くんだ長所の モ鼓すr均衡ミの存在を明らかにしようと
するものである｡従来の undahlタイプの盈壬が公共財a)生産Jlと焚用負
担とを荘漉させてモデルを親立てたために,floeridq 問頭という困姓につ
きあたっ1=のにたいして.Foley.h fmanは, この国井を回避するためk:
iZi者を切り足して論じているところに特恵がある｡ しかも Foley 札 生産
閑散や各消丑者の功用朗鼓lこ強い仮定がおかれているものの,初期缶墜 (所
得)にたいする比例税を丑定している点で,8拝政兎として有急であると考
えられる｡
Foky〔3)は.17<文の示坂ftとtrB文である机 我々は.前半a)とくに
理絵的な箇gTrのみそここにとりあげるB効用関数の扱いかた, L/ンマと定理
の配列および証明の若干の輔襲,定見SのiE明q:どを除いては.Foley〔Sつ
り)
に依為 していることを.はじめにおことわりしておきたい｡
(i) 訳詩について(〝pカLICCOmPetltlVeqLl)br)u巾'■および後出の H publl亡 Ge･
clorpr叩 al'というのは Foley〔3)の (おそらくはオリジナルIL)ター ムで
あり, ~公共血争均'&｣r公共奴 ｣とlうのは,点訳ではないかも知れないが事
者のあたえた訳である.
(2) M rnan(2】Fこついては.すでに村J:〔6)2C6-220･<-ジに相介と十分fL坂
村がおこなわれている｡
(3) ILおFoley〔3)には,そa)姑妹虫文ともいうべき虫文Fokyll)があって.
1)ン1-ル均aiの定凍とその存在旺1lu.L)ン1-JL･均衡と⊃'/a)建白とのEq係が投
じられている●ここではそれにふれなかった｡
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It 托 億 定
はじめに.この抜済のiA為を明らかにするために,いくつかV仮定をおこ
う｡扱所には (Y+JPr)コの財があり.そのうち ′コは公共財,m コは私的
財である｡家計=洞穴者は ガ コ (I-1, .n),企集一生藍セクターは竹串
化のために Lコあるとして,その･まかに政府セクターの存在を仮定する｡
億定A ′ コの公共財はいずれも,各家計に1って替制的に等旦雨拝され
ち.
公兆財のこの定掛 ま5hmud剖Xl〔10)に上っておこrlわれたものである｡
この定我にたいする批判は多いが.我々は便宜的にこのようtL用類の公共財
(1)
にのみa:日する｡罪 1崇叶の公共財村方牡 (ベクター)を ∫Iとかけば,
仮定Ali次の式で波わせる.
1-1)- -∫1
仮定C 家計 1は私的財のみからなる所与の初期保有ベクター W->0を
所有し, それを市軌 こ投じてえた所得によって. 公共財 .tと私的財 ylと(一
手前やする｡2'-yL wtを私的財の純淑引丑として,効用関数 zJ`(X.2')
は,下に有界1選好墳 X`(X'≧ (0,-W'))のうえで連続.相加かつ凹閃軟
である.,消紫の外母性および均細魚の存在を妨除する｡
(A) 公共財の定書について.田島聯 全休を考える現金.強制的な等i涌井射のみを
公共山と姐定することには.たしかl(Fl屈が多い｡史正されれる例か帯だからであ
る.そこで我 の々野 を地域抑 (各艮拝の自治t)蛾 注して.このよう/L公共
財の列を考えよう｡その場合には.縦 の強制的な予防注射,良搬群生+-ビス.
JL芥･足触 サービス.自冶休薪AEla･出石ILどがiえられよう｡あるいは消防事1
とを生亜セクター に入れれば,そのサービス｡ (この半合も,雌 の鹿浜fJ.-とを考
Jtして.各条計は供拾梅香でさ1いと考えられよう)なおFoJty(3〕では.姓脚
立油井でない.いわゆる非鵬 的な酸を井女搬 ■ヽ(nddnLnqelblegoodAまたは
集合BIcoILGLLVegOdsとして,ここでの公共財と区別している｡ (foleyt3)
78I48･-49)
I:S) 効用乃丑のこの8Lt､かたは不白魚ではない｡たとえIfMd(enLle〔S)p56をみ
よ. なお 叫lが-崖の場合kは.lf-yr-dとして.k`(T,メ)-N'(Z.Z')のあ
いだには.次のL,ン丁が成立する｡
レンマ IJ'Iが凹Eq政1らは y`もBI閑払 超も成立Tる｡
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億定P 生産セクターの生産可能世銀合 Yは閉凸蝕であり. 生産の塊#
捗 (Llndt)EG血 gne)は存在し1い｡どDような公共机 私的財でも生
産可能であり.かつ公共財は投入に使用されない｡
生産セクタ-についてのこれらの仮定はRELいものである机 我々の間舶
念書は改舟と家計との胴保に典中しているのだからやむをえ1いであろうC
仮定Pのうち Yの凸鞍性は
(●〉
(xl.Zl)∈Y.(x2.ZZ)∈Y,Lr≧0,β≧0⇒q(1l,Zt)+β:x2.1%)∈Y
任恵の公共財と私的財の生産可能性は
3(1,E)∈Ys.tlJ>0 または 2'> Ofor.YJ,∀h
公共財が投入に使用されないことは
(1,I)∈Y=>1≧0
と表わせる｡
直掛 こ訴えるために.私的財2確.公共財 1度のSi合の生産可催色AS合を
図示すると鮮 1回のようである｡
仮定G 改肝は公共財の生産はお
こなわず,公共改兼にもこrjいて生
産セクターから公共財を砕入し,戟
(1とひきかえに各家計に公共財 L
を冶付する.政府は均衡q枚を推持
する｡
価格ベクターはp-(♪.,♪,)≧0
である｡公共財の鐘紡P,ほ生産セ
(7)
ククーと政府とのあいだに成立するrF境で決定され 私的財の価格 JI,は通
常の私的財市場の有給関係によって決定される｡
(6) ^<BはJIならはBであること.dc)Bは A とDが同紙であることを薮わ
す.
(7) この壌合.公共財C)扶持Ql,蕎葬制ともにひとつで双方独占のケースである机
価格 LILは政争的LC決定されると坂定しておく.
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寮rrIlこかから良を L'とすれIf.現6qベクターは ノー (Ll.,Ll)で,当面
は.政府の手で hlmpSum SySZem によって決定されると仮定する｡
仮定Gの後半.q衡財政の条件は次式で襲わせる｡
=(-IF･,I
また. この鐘済の柵丑を抽単な図
にすると第2回のようにかけよう｡
El 定 8
ます,財の芯絵一致を実現するよ
うな.実現TEJ托な足分 fea9bIeaLo一
弘tJOTlを定義しよう｡生産 セクタ
ーでは私的財 p,を投入産出して同
時lこ公共財 p.を産出する. したが
って生産可能性の条件は
(I,,P.)FY ①
である｡他方.荊焚サイドでは,生産された公共財を完全に洞穴し(仮定A),
私的財についてIij西原の恵妹での甫拾均aiが成立する｡すrlわち
∫一PL
∑y`-p,+∑wI
が成立する｡JLw` -;zLとして, これらを①式に代入すれは.財の結冶-
敦を実現する突現可能なE分のための条件は, (1,∑三つ∈Yであること
がわかる｡
定暮 l実現可能Is見分 Iea5iblea山ocajcn は (1,∑zl)∈lrをみたす
(∫,ll. ,zA)である｡
政府は,先にものべたように,公共財と私的財の価格を所与として,匂萄
財政の制約内で,公共財の給付と各家計への税負担とをJ<Tlこした公共政薮
(8) このhTLP由ユm8ySternの溌朝は定理Sではすされる｡
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をおこなう｡しかし現実の経済においては,たとえば各公共財の購入畳の決
定ひとつをとってみても,政府がどのような行動原理にもとづいて政策決定
をおなうのか,かならずLも明らかではなく,したがって簡単な理論モデル
の中にくみこむことは決して容易ではない｡そこでこ こでは次のような政策
決定のプリンシプルを考えてみよう｡
まず,家計にとっては税引き後の所得で購入する私的財は,政府の供給す
る公共財と無関係でないoたとえば政府が大気汚染防止サービスを供給すれ
ば,私的な空気紡浄設備や洗剤の僻入定が減少するなど｡そこで家計 iは,
私的財の価格ベクター Pyを所与として,公共財と税引き後の可処分所得で
購入できる私的財とによる満足が以前のそれより商いとき,新しい公共政策
を支持する｡すなわち,
家計 t'は公共政策 (x,Ll,･･･,tn)より公共政策 (虎,i-1,･･,i-A)のほうを
選好する,ということは次のことと同値である｡
ut(i,乏L)>ui(x,zl)かつby乏t≦九zl+iL iiであるような itが存在
(9)
する｡
そこで我々は次の2つの要素からなる政某決定の原理を採用する｡
(i) 政府は, ひとたび採用された公共政策が他のいかなる公共政策によっ
ても否決されないように,ある政治的メカニズムで公共政策を遂行する｡
(i) 任意の公共政策は,全家計が他の公共政策をより選好すれば,否決さ
れるC
(i)は本来政治学の課題であり, このような設定が正当かどうか問題がな
いわけではないが,我々は安定性という視点からこれを採用する｡(i)は現
実の経済ではむしろ多数決原理を採用する場合が普通であるが,我々はあえ
(9) 新しい公共政策において家計 iの税が増加したとしても.給付される公共財が
十分有益な｢生活環境財｣であれは.家計 iはこの政策を支持するであろうとい
うことも この式は示している｡たとえば大気汚染による私的な殻矢が大きけれは
増税をともなう(公共財としての)汚染防止サピー スは支持されるであろう｡
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て強い仮定をとる｡ 多数決腺理では Amw(1)が明らかに したように.
個々人のW.生tN故から社会的伴生の-投的合意を決定することができないか
らである｡ この場合,公共政集の採否をめぐって各家軒の〆JL,-プ化とゲー
ムの理稔的lかけひさ (多数化=作)がさけられない｡依者はおそらく. こ
こでいう政府とは,絵息女金一敦制を牒用するEi接民主主蓑的な講全の簾制
的な表易であることを理解するであろう.,
このようtl仮定を的壬掩こして,政府の公共故実は次のように定兼される｡
定82 所与の 価格ベクタ1 0-(JI,.P,)のもとで, 公共政策 pbk
sectorPro叩尽alは,∑L'-I).1モみたす (x,Ll, ,L')である｡
公共財をふくめた政争均衡の灸件には,通常の政争均衡の条件.◎予井制
釣内での家計のJF足錘大.@生産の朝お灸件内でa)金玉の利潤塩大.◎各財
の謙治-丑,のはかに,@公共改姓の美香淡色が加わら1けTtはflらlALい.
定&3初期粂件 (W一,.W')>O を所与として,公共鍵争均脊 publk
compehtl▼eequllbr)um は.次の臓 )をみたす,実現可能fl配分と均背淋
政のベア (♪.1,Zl, ,LL,ll.,JI)である.
@ 任意の (i,乏)∈Y lこたいして P(1.∑Zり≧〆i,2)
⑨ A L'+tl10かつ L-I(1,il)>N'(1,Z` 】⇒PriI>♪rz{
(9 全家計によって-Jd蓮好される他の公共政策はlい｡すなわち,ベク
(l●)
6-f･にたいして.任意 a)Jについて u`(i.i')≧JL`(X,Zt) かつ PjL≦
i,='+LLL-一をみ たす きtを存在させうる,代替的公共故薮 (i.fl,jJ)は
存在 しない｡
赦後にJ<レー ト患鳶を定焦しておこうo
定暮 4 J<レー ト免削 i,任源の ･について 7L{(i,豆.)>_u'(F,Zl) でか
つ (i,∑it)∈Yをみたす監分 (i.舌., .卓') が存在 し13いよう(i, 実現
可能な配分 (1,Z1, ,21) であるB
(10) これは,すべての ′について.〟'G,一')≧〟t(L.tT),かつ少1くとも1人のJk:
･x､て.klG,-zJ)>yJ(',Zつ を丑tす.
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7V 公共棟争均栃とItレー トtil
滋争均衡と,<レー ト収着とにかんするjg生経済学4)甚本命過に対応して,
公共境争qaiと,<レー ト血毒とほかんする命顎を検討しよう,
レン7 1 (LI,X,ZL, .zt,t1. .I))がJI.大鼓争均衡で. かつ Y が闘
凸堆ならは,〆r.∑zl)-o
正明 もLI(x.∑Zり>O Jsらは,入>lEたいして 九(I.∑zl)∈Yか
つ 17･入(T.∑zl)>J)(1,∑2り 忙なり. これは公共政争埼衝の定盤3㊥に矛
盾する｡ (証明丁)
定理 1 (P,1,ll, ,2.,(1, ,L')が公共哉争均熊13らは.虎分 (1,Z1,
,2-)はJ<レー トJEl着である8
征明 もし配分 (∫,zl, ,zA)がパレー ト収着でflすれは,定着 4により
任虫の IEついて
ul(i.豆()≧u`11.1り ①
をみたす,実現可能な藍分 (i,_3',一,i-)か存在する｡
イ)ますf-1と仮定すると, 定義3(9によって任悪の Iについて JIj '
≧♪･ziしたがって P(i,∑jl)>9(x,∑zL)となり,しかも仮定より (i,il.
.i')が実現可能1配分だから.これは定集3㊨に矛盾する,
T))したがって fArJ｡@より
p(j',∑ it)≦メr,∑ 2') 頓)
すると(姻 式より,バレー ト虫者Il配分 (i.iJ. ,i`)は鼻争均衡 (.:対 応
すさ配分 (1,Zl. ,2-)よりもG6倍が小さく, しかもすべての家計によって
選好されている｡すると次のようlこして.滋争勾都に対応する公共右〔苅 (1,
Ll, ,L')よoも,すべての家計がより連打する読しい公共改定(i,tJ+, ,
I.+)がつくられうもから. これは(訓r_矛盾する｡来れ 各家7tの税を
L-`-(`+P,ZL P,iL ㊥
とおくと,lで集計して均'di財政の集件と@式を代入 して
∑1-i-∑t`+f･,∑zL♪,∑Z'
~=:E∃-
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-p(x,∑zi)-py∑2i≧p.虎 ④
そこで新しい公共政策として,ll-i--÷ (∑i-L pli)という税制を もつ
政茄 (虎,ti,･-,t芸)をつくると,∑Li-♪.I_i(均衡財政)しかも仮定 に よ
り (i,21,･.,乏7L)は実現可能な配分で,かつすべての家計について ul(虎,乏L)
≧ui(x,zL). これは公共競争均衡に対応する公共政策 (I,il,･･･,tn)が否決
されたことを意味する｡以上により定理は証明された｡ (証明了)
次にこ2)逆定理を,例によって凸集合の分離定理を使って証明しよう｡
定理2 Y か閉凸錐で,任意の iについて uL(x,zi)が凹楓数ならば,
任意のパレー ト叡適と任意の初期保有 (wl,･.,wn)>O に対応して,(i),x,
zl,-,Z'･,tl,-,in) が公共競争均衡であるような,価格ベクター.♪-(t･.,Py)
と税ベクター (ll,･･･,ln) が存在するC
証明 順次定義3④⑨在)が成立することを証明する｡
由の証明 まず2つの集合
Di-((5,云t)1ut(方,乏t)≧ui(x,zt)ifor∀ i
D-†(3E,∑乏t〉t任意の t'について (度,F)∈DiT
をつくる｡このβ には次の性質がある｡
イ)Dは凸嬢合である｡実際,
(il,∑乏i),(虎2,∑i基)∈D
⇔ (方1,乏il),(i2,義)∈D` for∀i
⇔ 従i(iJ,ii)≧u`(x,zL)かつ ui(i2,毎)≧ul(x,Zi)for∀ti
⇒ 7{(a虎l+βi2,a鈷 トβ乏基)≧uI(x,zi)forα+β-1,a≧0,β≧0
⇔ (α虎1+β52, a表+β2i2)∈Dtfor∀i
⇔ (α虎1+P私 a∑豆i+β∑虚妄)∈D
ロ)D-∋(x,∑zt)ただし万 は Dの閉包
実瞭,(x,∑zt)∈ D-⇔Ve>0にたいして Ve(x,∑zL)nD-車中
(ただし Ve(x,∑zt)は (I,∑zi)の '･近傍)だから. (x,∑zl)卓B な
らば 1′e(x,∑zi)nD--¢ となるような >`0 が存在することになり, こ
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れは (I,zl,･,zn)の任意の近傍に,各家計が それより選好する消費ベク
ター (虎,ff)があるという効用関数の連続性 (仮定C)に矛盾する｡
ハ)YnD-少
実際,もしYnD年少-ならば,Dのつくりかたから,任意の iについて
〟(虎,乏t)≧uL(x,Z')であるような,実現可能な配分 (虎,乏1.･･,乏n)が存在
し,したがって (x,zl,･･,I)はパ レー ト最適ではなくなるO
イ)ロ)-)から,Yと 万 は,ともに (r+m)次元空間内の閉凸集合
で,かつ βny-中,しかも β は明らかに 1点のみの集合ではないから.
分離定理によって
t)(虎,∑it)≦c for∀(i,∑ZL)∈Y (9
9(i,∑乏t)≧c for∀(え ∑亘り∈D- ㊥
を満足するベクター L)≒0 とスカラー Cとが存在する｡ ◎
すると仮定より (x,∑it) ≡Y かつ (x,∑Z･i)∈D- だから,任意の
(i,∑iり∈Yにたいして ♪(x,∑zi)-C≧?(虎,∑乏t)とな り,㊥ が
証明された｡
⑨の証明
(l)
◎式から ♪キ0 であり,つ･まり P≧0 であるが,実は Py>0であるこ
とが証明される｡
イ)まず Py=0 を仮定すると,♪≧0 を考慮して PZ≧0｡そこで 1≦)I
≦Yのある )'について み,>0 とする. すると仮定 Pにより第 j財を正
の盈 xJ>o 生産されるようにすることができる｡ すると ♪y-0,9,≧0
(とくに PJ,>0,xj>0)より ♪(x,∑zi)>O｡ これは レンマ 1に矛盾
する｡
ロ)したがって Pv≧0 (ただしタ.r≧0)｡そこで私的財のうち )'∈Jに
ついてPj>0,k≡K について Pk-0 とおこう｡ (I,K は私的財の番
号集合の部分集合で,JUK=11,･･,rl,JnK=¢)この場合も れ>0 であ
(ll) ベクター ♪≧0は♪≧0かつ♪キC･を表わす｡
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ることが,次のようにしてわかる｡
(i)正の価格をもつ私的財の消費豊が正であるような消費者 Sが存在する
場合｡
そのような消費者 Sについて ztkを十分ふやし,一方 Z;をへらす こと
によって (Z主に飽和点がないから),u'(x,zS*)>uS(x,Z')にできる｡ す
るとこの (x,2'*)は他の消焚者の消Tl(x,Zり とあわせて (x,∑zi+2'*)
il≧■J
】t
EDをつくる｡しかもつくりかたからP(x･tL.Zt+2'*)<♪(x･∑Zり=0･これl=1
はレンマ1に矛盾である○したがってbJ>0 なる財 )'にづいて Z,!>0で
ある消費者 Sが存在すれば,九>oo
(i)正の価格をもつ私的財の消費丑がすべてゼロの場合｡
この場合も(i)と同様に,ゼロ価格の私的財を十分ふやす一方,正の価格
をもつ公共財の消費をへらすことによって ui(虎,乏i)>ui(x,zi)にできる｡
これは正の価格をもつ公共財の粥環もすべてゼロであるという特殊な状況を
のぞいては ♪(方′∑F)<o となり,ンンマ1に矛盾する｡ しかもこの最後
の特殊なケースでは,九∑wt-I)(x,∑yi)-Oである机 他方仮定からby≧
0 かつ∑wi>o であるから Py∑wi>O であり,矛盾である｡
以上イ)ロ)(i)(i)によって,私的財の価格は正 P,>0であることが証
)FGE:
明された｡それゆえ,.♪g>0 を使って,任意の Sについて
u'(x,乏f)>uS(x,Z&)⇒血豆'>py2'
を証明すれば,(馴ま証明される｡
もしu'(x,乏')>u'(x,2')ならば任意の t'(キS)について 乏i-2りこつく
71
ると,ul(x,乏t)-u`(x,zt)｡ゆえに (I,∑2-り∈B｡すると①㊥式より L'(x,t=l
∑it)≧C.-P(x.∑zi),または展開して
PyF≧?yz' ④
㊨式において Py乏一幸♪vzSを証明しよう.もしPy乏一-?vzfならば,u'(x,i')
>uS(I,zJ)だから仮定 Cにより任意の 三>0にたいして u'(x,i')>u'(x,
(12) これは私的財の消費に飽和点がないことを考えれば.ある程度当然の帰結である
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21)かつ･>Z;-ぢ≧0.2'≧i'をみたす 2;をとることができる (∫li私
的財の番号)｡このとき L),>0より♪rE'<LI,2'-♪.2'かつ y'(J:.･.4')>p'
(∫,2')となり矛眉である.したがって
bj'キP.2' ◎
㊨(9式よl)
*(1.i.)>-I(T,I.)-)♪,F>九～一
これで(抄が証明された｡
(∋の証明
政府の予弊制釣れ 名家計について L`一Ib,Llであるとすれば,Iで 集
計してレン71を使うと ∑L'--P,∑='-0.1と1って,均衡財政の 制や
∑1㌧ J),1をみたす｡もし公共政薮 (i,(I,,I-')が.
zLt(i,i')>zL-(x,IL)for∀l' @
J),i`≦P,Z'+I.-I-' ◎
をみたす きlが存在する,というよう1ものであれは,以下のようV_して矛
盾であることがわかる｡すなわち.(む式を 1で姓計して.
p.(∑j')+∑L-`≦J･.(∑Z')+∑t`
または
JI(i.22J)S:0-p(∫,∑zL)
しかし,つくりかたより明らかに, (i.∑iL)∈bだから.
b(i.∑it)≧C-0
喧×9式より
水も∑ 乏l)-o
しかし,一方◎式より任意の Zについてuf(i.乏')>Z･L(J=,Z')だから.23>
-wjflる罪 J財を少しだけへらl_て,しかも上の不等号をそのまま維持で
きる亡すると,そのJ:う1消費 (i,fJ)にJ=いしては,任意の Jについて
ul(i.E')>u`(T.2')しかも P(i,∑f)<0となり.これは (.t,∑2')∈万に
矛JEiする｡したがって(蔓増)式を同時にみたす iLが存在するような公共政平
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は存在 しないOこれで◎は証明された,以上で定理 2は完全に証明された｡
(証明丁)
最後に,直観的理解をたすけるために,公共財 1,私的財 2のケースにつ
いて,分離平面を図示しておこうっ
Ei'3図
Ⅴ 公共競争均衡の存在
ⅠⅤ節では,公共鏡争均衡とパレー ト最適との関係が明らかにされた｡この
節では,社会的厚生関数を使って,社会的原生関数の極大とパレ- ト最適と
の関係をのへて,それを媒介にして公共政争均衡の存在を証明する｡
まず実現可能な配分 (x,zL,･･･,zn)の集合 X について次のレンマを証明
しよう｡
レンマ2 純取引集合 X-i(x,zl,･･,zn)lx≧O,zi≧-wi,(x,∑Zり∈
Ylは凸コンパクトな集合である.
証明
イ)凸性の証明 (xl,Zi,･･,zT),(x2,2さ,･･,Z芸)∈X とすると,α≧O,
β≧ O.α+β:=1にたいして
xl≧0,x2≧ 0 ⇒ axュ+βx2≧ 0
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zi≧-zp王,Z圭≧ -Z･圭 → az三十eL芸≧-(awI+Pw芸)fqVl
(3Fl.∑zi).(∫2,∑Z壬)∈Y⇒ (qlJ+β12.q∑Z三十β∑zP∈Y
(qLl+β12.aZ王+βZも .az;+βZ;)∈X
t))BFl難合の正明 Yが朋n稚だから,Xの定義より明らか｡
ハ)-Jj一界牡の証明 (ここでは便宜附こx=-(X.ll, zx)と表記する) もL
X が有罪でなければ.Xの中に有罪でない点列 x.が存在する｡そこで点
如 ･-諾 Tをつくると･明らかに も は有- から･点列 -x･の中に攻究
する部分列x`.が存在する｡x'.の収束点を 妄 としよう｡仮定によりXは下
には有界 ((1,71,.2･)i(a,-W1,-,-tL'A))だからi20.この 妄-(i,21,
,it)に対応して (i,∑it)≧O｡一方明らかに (i,∑乏')∈Yでもあり.
これは生軽の LJndoEC(にkalgneを否定 した仮定 Pに矛盾する｡(旺明丁)
ここで (～-1)次元単休 S.-1hl∑k`-1,hl≧o(∫-1. ,〟))を姓弁
にして.そのようなウ1イ 1Aをもつ, 穀形の社会的厚生鵬数を串入しよ
う.
定もS A∈S.1こたいして.社会的庁生株数 8(にhlwd血returctlonは
W(A,x,Zl, ,zt)-∑k'LJt(I,l')a
仮定W W はその顎光ICついて遵鏡で,かつ (1,ZJ,.zI)について#
密に増加胸数である｡
足袋Sであたえられた社会的Lg.生En敦は.この甚済2)特定のメンJ<- (た
とえは全体会議または政穎担当者)の広也判断 こもとづいたtt会的箱祉のtB
苛である｡kL俵の特定化の中に その96億判断がふくまれ,ている｡ 我々のモ
チ ,^で klかどのように決定されるb,そのプロセスについてはいま問わな
いことにしよう｡
次に, 実車可能1取引集合 '^に尻する (∫.I), .Zl)のうち, 社会的早
生取散を極大にするもの0邦合Z を定鼓する<
定86 Z-((壬,豆1.･.2･H W(i.i.il.I,2･)-max∑長一ul(1,.I)for
siOmeA∈ S.,(F.El,-,I-)∈x1
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レンマ3 k∈snにたいして写像 k-(2,21,I.･,2n)は連続な1価既数で
ある｡
証明
イ)存在の証明 X がコンパクト集合であり,任意のi∈Sれに?い七
W は X のうえの連続関数だからWeierstrassの定理によって,W(A,i,
21,･･,Bn)は存在する｡
ロ)-急性の証明 W(A,2,21,･･,24)-W(A,虎,虐1,-,in)をみたす (i,
乏1.-,乏n)≒(3,21,-,2n)が存在すると仮定すると,a>0,β>0,a+β-
1にたいして,
αW(A,i,21,･･,2n)+βW(A,磨,乏1,-･,in)
-α∑itui(a,2り+β∑i{ui(度,it)
<∑kiut(α2+βf,a.2t十β乏t)
=W(A,ai+β&,ail+β乏t,･･,α2n+β乏n)
かつ X の凸性より (aG+β虎,Gal+β乏1,･･,αか+βin)∈X となって,Z
の定義に矛盾する｡
ハ)連続性の証明 (こ こでも (x,zl,-･,zn)-X と表記する) 連続性の
証明のためには,点列 〈kql一点にたいして,
W(kq,x.)>W(kq.x)for∀x∈X
w(i,妄)>町(i,x)for∀x∈X
のとき,点列 ix41-Xを証明すればよい｡
点列 Ixp)はコンパクト集合X上の無限点列だから,収束点 x-∈Xをも
_ < _ A
っている｡Ⅹキxと仮定すれば以下のようにして矛盾であるから,x-Ⅹ.実
_ < < A_
際,もしx≒Xであれは,Xの定義⑧式より,W(左,;)>W(kx)｡したが
って,iについての W の連続性 (仮定 W)により,十分大きな qにつ
いては,ある 8>0にたいして
.∧ A
W(kq,Ⅹ)≧W(A.,Ⅹ)+a
にできる.また ix.)-Xより,十分大きな qについて
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lW(k巾1)-W(点4み)lく与 ◎
にでさる｡すると(萱)(参式より
W(左小三)≧W(k巾X･)弓
と1Lって, これfi在)式に矛盾する｡ (証明丁)
つぎに.定輩4であげたJ<レー ト瓜連と正毅6であげたit金的EL生的鼓杏
極大にする配分 (i,il. ,2-)との珊孫について,2つの定理によって,そ
の同心汎床を明らかにしよう.
定理 3 線形の社会的FT生田歎W±∑klが(J･,Zl)を鳥大にする配分 (3,
2L,,il)は,<L,- ト最適で去るO
正明 もしく壬,21, ,か)が'<L/-ト最適でなけ(,lf,任忠の 1につい
て ul(i,il)>uL(i,il)をみたす (i.乏Z,.F)∈X が存在する｡すると
W(A.i,乏■..乏･)-∑ilJ'`(i,乏t)>∑AV(i.a)
-W(A.i,it.･,aA)
となって,(i,乏1. ,2`)の定隼に矛眉する. (iE朋7)
定理4 各家計の効用鵬救 tJL(1.Zり が凹鮎牡であるとき (r,zl,･,Z')
がJ<レート最適であれは. (左.zl, ,a-)-(i.乏L, .2り
正明 (1,2㌧.zl')がパレー ト鹿茸であるときの,各家計の効用の水坤広
軌を ul(1.2)),-,uJl(1.21)としよう｡次のように効用可厄牲雄合 M を
定義する｡
M -i(yl, ,JLJ)lu`≦u.(x,zl)fqVl,(x.zI,.Z')∈Xl
すると 〝 については.
イ)M I王m凸史合｡実煎,開架合の証明は,X が閉雑合であることを考
且すれば,定Gより明らか｡凸性の正恥i,a十β11.u≧o.β≧0にた
いして
(叫,.叫).(鳴 .吋)∈〃
⇔uT.<≦,('(1,I-)for∀J.(A:.2'. ,Zl)∈X
⇒αZ一汁βu呈≦"{(1.1')foT'Yl.(∫,1㌧ .ま.)∈X
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⇔(叫 +βut ,GUT+βu;)∈M
･,)(x,LE. ,I.)がパレート且議であれば.'一一(yL(I,Zり. .;･(∫,
Z.))が M の内点でないことも明らか｡
したがって,Jl)ロ)より uをとおる M a)丈持&平面が存在し
i,.-_a
ku≦dLorでJ∈M
を7}たすベクター kキ0とス
カラー dが存在す る (罪il
図参照)｡ここで i≧Oであ
ることを証明しよう｡央軌
もLk'<O が存在すれば,
71.を十分大きなマイナスにと
って.L'>dにできる.これ
uL(x.n
は矛眉｡したがって 長>oだから.∑ 々`- 1になるように 丘を正規化すれ
ば.
∑ltL`(J･,Z')≧∑丘`-zL'(1,I-)Eo'Vi-(～-',･,=･)∈M :(∫】zl,
zI)∈X,k∈S.
となって. (1.21, .{)-(え 2㌧.,il) (証明丁)
さて. これまでのところから.次のことか明らかこなった｡ます,任丑の
ウェイト長∈S､ほたいして.投形の社会的圧生開放W(iJ･,21. ,2･)
を鹿大にする取引ベクター (i,卓l.I,チ)が,実安可能1沌取引継合 Xの
中にたT:lひとつ存在する (レン73)｡しかもこのベクターはパレー トJi議
であり (定理3),逆に.各家計の効用Ln政が凹朗放,生藍肌合が凸錐とい
う仮定2)もとでは.バレー r最適な叔引ベクターは.ウ1イトk∈S.メ
決ると梯形の社会的庁生粗放を塩大lこする (定理1)｡
ここで公共痘争均衡と/<レ- ト長逝との的偉 く定漂 1,2)を憩いおこす
ことは有怠兼である｡それlこよれば公共鼓争均衡 (JI,1,Zl, ,Z■,Jl, ,i-)
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はパレート最適であり,逆に,初期充産ベクター (wl,-,Wn)>0 があた
えられると,効用関数と生産集合についての同じ仮定のもとで,パレー ト政
逮 (x,zl,･･,zF7L)に対応して,公共競争均衡の性質を有する価格ベクター
Pと税ベクターLとが存在する｡
したがって,パ レー ト最適を媒介として,任意のウェイ トk∈ S,.に対
応して,公共競争均衡を実現するような,価格ベクタ-と税ベクターとが存
在することは,容易に想定できる.問題は,その税ベクターが現実的な,と
いうことは社会的な価値判断にてらしてある程度合理的な税制を反映してい
るかどうか,ということにかかってくる｡そこで我々は,瓜後に,各家計の
初期吏産 (所得)にたいする比例税をもっているような公共競争均衡の存在
(】3)
を考えることにしよう｡
まず,正規化された価格ベクターを定義す る｡
定義7 正規化された価格ベクターは
T+7L
p-HP,C)I卓≧o.∑PJ-1,A(磨,∑it)≦cfor∀ (虎,∑乏l)∈Y;.
J-1 JL
P(i,∑it)≧cfor∀ (5,∑乏t) ∈Di
_亡.
ただし,D=†(磨,∑Zi)lui(虎,乏6)≧ui(2,2i)for∀i;(a,21,･･,2n)∈Zl
レンマ4 写像 k-P は上半連続である.
証明 この写像が上半連続であることを証明するためには,点列 †kq1-
k,((九,cq)I-(少,C)で, かつ任意の qについて (Pq,cq)∈Pのときに
(?,C)∈ P を証明すればよい｡しかるに定義7から,このことは
9(虎,∑乏i)≦c for∀ (度,∑乏t)∈Y
Jヽ
♪(磨,∑乏t)≧ c for∀(磨,∑it) 巨万
杏,同時に証明することにはかならない｡
ところで,もし◎式が成立しなければ,♪(x*,∑zi*)>Cとなる (女*,
(13) このような方法による丑争均衡の証明は.私的財のみが存在する轟掛こついては
すでに楓苧〔7〕, 〔8〕節2章.3節で試みられている｡我 は々そこに公共財を
ふくめて考えているわけである｡
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∑zIJ*)∈Y が存在する｡しかし,qを十分大きくとれば,仮定 によ って
i(Pq,cq))-(タ,C)だから,pq(x*,∑zt*)>cqにとれる｡ これは (Pq,cq)
∈Pに矛盾する｡したがって①式は成立する｡@式の証明も同様｡(証明了)
レンマ4は,もちろん &に対応する公共競争均衡の価格ベクターが一般
に複数存在する,すなわち,Pが2点以上からなる集合であることを考慮し
たものであるれ 以下では.定理5の証明を単純にするために,Pが1点の
みからなる集合であると仮定しようoこの場合,写像 長一p が連続 関数に
なることはいうまでもない｡この仮定は,生産集合 Yが凸多角錐 convex
polyhedralconeではなく凸円錐 convexroundconeであれば実現 す
(lO
る｡
定理S生産集合 Yが閉凸円錐,各家計の効用的数が強い凹関数,初期
資産-ククーが正wi>o ならば, 税率 S-髭 として,各人に比例的資
産税 ti-spywiをかけたとき,公共歳争均衡 (I),x,zZ,･･,zn,tl,･-,tn)が
存在する｡
･証明 いま,定義3の公共競争均衡を,◎を除外して,次のような制約
条件付極大問題としてよみかえよう｡y が閉凸錐であることから極値 の解
は Y の内点にはならないから,(x,∑zli) ∈Y⇔ F(x,∑zt')=O として
よい｡また家計は予算制約いっぱいまで消費するとすれば,制約条件はいず
れも等式であらわされる｡
④ maxLT(x,∑at) sub.to. F(x,∑zt)= o
(9 maxui(x,zt)
sub･to･ bvzi十告如i-o
⑥ F(x,∑at)-0
㊥ py2'･Li-o または Pyz`+告 Pvw`-o
そこで,各家計の効用関数が微分可能であるとし,かつコーナマキシマム
の灸件を排除すれば,㊤⑥はラグランジ乗数法によって,次のように変形で
(14) Yは切り口が必ずしも円形でなくともよい｡たとえば楕円のように,十分な曲
率をもっていればよい｡
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きる｡
ア…♪(1,∑ zl)-I-F(1,∑メ)
(all)老 -bJ-Y若 ･o (,-1日,
･a-2,老 … ♪.一環-o tl=E.i,･,･芸l
(a-3) 老 …F(x,≡- 0
¢`≡nl･Z')-8･(♪rE'一告 p"I)
･ト 1,筈 -若 -悪 pJ-0(;ELl･,･,;)
･b-2,者 ≡署 -S･b･-0 ({ll･.･m")
(b-3) 筈 -b･Z-告 p〆 -o
他方,生産の制約のもとでの社会的厚生開放の点大化も.制釣灸件付捷ス
rin過として,
max∑h'拙く(∫.ZI) subtoF(x,∑zl)-0
とかけるから.同じようにコ-ナーマキ･/マLLを排除して.ラグランジ乗数
法を使って次のように変形できる｡
L.≡∑kTル`(1.Zl)-入F(∫,zl)
(W-1)貨 - 与k寛 一大器 -
･W-2)号 - 々覚 一環 -
(W-3)昔≡p(,,y)-0
? ?? ? ? ? ? ? ?? ? ? ?? ? ?
次に.珪麓の 上∈S.と,あるd>olこたいして,写像
I･(- 蒜 lod.Py-_Jl(A:/I:rM も ♂
を定義しよう｡写魚のつくりかたから,明らかに f(A)-[′■(A), .′{(A)]
∈S､.しかもレンマ4,5および Yが開円並であることから. この写魚は
分母がゼ17の点以外は連携1写像であることかわかる机 実は分母が1より
小さく1いことは以下のようにしてわかる｡芙軌
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分母-∑max[0,kLd(♪,zl+S♪.wl)]≧ ≡ [kLd(L>〆+sP,wl)コ
-∑ kLdl〆1,∑ 1')I-1 @
以上のことから,写像 ′ k-I(A)は凸ンJ<タト兼合S.から凸コンパク
ト1J!合S.への占対点頚凍写像であるから, ここに &owq･の木肋点走J2ILをiLlE
使うと. この写像には不動点 ユ々′(A)が存在する.すると,レン73,4.
5によって. この不動点 iに対応して, (i,il, .か),i-(i;,.j;,)かそれ
ぞれユニークに存在する｡
以下,この不動点に対応する社会的H.生閑散伯火の点が公共丘争均衡であ
ることを明らかにしよう.ます不軌点の性質から L),il+si〆 はすペてのJ
について同符号で.しかも
∑(ij'+Sん W')Jb(3.∑i')-0
6,2㌧ISんW{- - L ◎
と1って.@式は政争均衡の灸件◎をみたす.
さらに公共墳yr均aiの灸件 (a-1)～ (b-3)と社会的牢生別放血大の
灸件 (W-1)- (W-3)とを比較すれは,
･a-1, pJ一･若 くW-1, ∑i,Bg--;第
･a-2) P･-塔 (--2) 堵 -塔-
(a-3) F(1,∑Z-)-0 (W-3) F(i,∑2')-o
･b-1, 苫 一度 ♪J
･b-2)者 -8･タ･
(b-3) ♪小繋 ♪〆
したがって.
(1) すべての家計についてRl>O の勘合,
(15) 我 か々この定理でYを円牡と仮定したのは このBTOWerの不動点淀理を使うた
めである.
-nl一･
】H
如 一意 と卯 すれば (W-2'と (a-2'仙-2)の掘 れ またこれを
tで集ffすればFL∑81-Lとなり,同時に (W-1)と (a-i) O)-1)め
一致blえられる｡ この場合分母は
∑kL ∑dぴp+s九w.)-1
である｡
(引 去る家計 Yについて か -0,他の家計 一について b>O の塊合
Yについては タ`j･-W一′(すなわち 〆′10)にして.Yの私的財を Jに
再分配することによって,社会的El生を故大にできる｡このとき
か_ max[0･kL′-au;jl'十SんW{')]ZEO
昆- 〔0･か-dび〆+Sんの 】
であるから,d>Oであることを考Jkして,i.iV+!βp ′`≧O,これに F
--〟.ん≧O,W> O を代入すTLrl s- 1｡ すなわち社会的厚生のウェ
イトがゼロである家計が存在すると漫平が 1になって,公夫肘の拾付とひさ
かえに仝家計から初期曳藍をとりあげることになる｡ただし.ウェイ トが正
の家計 1Ak:ついては,5-1,I-F-tが>O より,
かZ 毒しd(んが+i;d )
∑maxlo.か-d鮎 +`sA〆)]
>
∑mall0,iLd(frEi{十Sんzu`)〕
となって▲◎ 式亡あわせて.∑maxl〕.A--a(i,fLsi.W-)l- 1,したが
って iI-iL d(S,i.+sS.p-)だから,んが+SんwL-0,すなわち sS,ZPJE
-i,fl7-LtとILって, (l)の鈷尊に滑者する｡
(ui)最後にすべての家計について 丘l∃･O の朝食
このよう1Lケースは現爽にはありえないが}当然 S-1 となって.公共
財の給付とひきかえに各家計の全初期fZ産か加税されることになろう｡やや
不十分Iこれ これで定理は旺明された｡ (疋EqfT)
食後に.定理Sの旺明で使われた写像 ′ と不動点のiE牧的な意味を押済
学的に理解しておこう｡圧政に各家計のウエイトk-をあたえるベクターA
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を遷んで.それに対応して公共毎争均衝(?,∫jEI. .E.,IL, ,IJ)を決定する｡
すると-奴に この税額 Ilは初朋柴掛 こ対する比例税制のもとでの税額 tLl
にひとしくない｡ そこで LL ZJl>o なる家計のウエイ トklをひきあU.
/Lf-く0 1る賓ffのウlイ トをひささげて,ふたたび公共魚争均aiAIi･或
めてみる. このようILiE行m誤が.七号同比例税制に一致する披ベクター L-
(I., ,i")をもつ公共政争均'diを見出すであろうというのが不動点定理であ
Il4l
ら. (ウ1イ トkもそれに対応して決る).,
さて,税制がもっと現実的に累進溌串だI,>たらとうか,という閑却が残る
軌 ここではそれはふれ1いでおく｡
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